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Получено описание элементов высоты 3 решетки всех τ -замкнутых n -кратно ω -композиционных формаций. Уста-
новлена  дистрибутивность  решетки  всех  τ -замкнутых  n -кратно  ω -композиционных  подформаций некоторой 
τ -замкнутой n -кратно ω -композиционной формации ,F  имеющей высоту 3 в решетке всех τ -замкнутых n -кратно 
ω -композиционных формаций. 
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In this paper elements of the height 3 of the lattice 
n
cτω  of all τ -closed n -multiply ω -composition formations are described. 
It is proved that if F  is an element of the height 3 of the lattice 
n
cτω ,  then the lattice of  τ -closed  n -multiply ω -composition 
subformations of F  is distributive. 
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Введение 
Все рассматриваемые группы конечны. Ис-
пользуется терминология, принятая в [1]–[3].  
Пусть ω  – некоторое непустое множество 
простых чисел. Тогда любую функцию вида 
{ } {формации}f ω ω′: ∪ →  называют ω -компо-
зиционным  спутником.  Для  произвольного   
ω -композиционного спутника f  полагают  
( ) { ( ) ( ) и ( ) ( )
для всех ( ( )) }
pCF f G G R G f G C G f p
p Com G
ω ω ω
π ω
′= / ∈ / ∈
∈ ∩ ,  
где ( )Com G  – множество всех абелевых компо-
зиционных факторов группы G,  ( )R Gω  – наи-
большая нормальная разрешимая ω -подгруппа 
группы G,  ( )pC G  – пересечение централизато-
ров всех тех главных факторов группы G, у ко-
торых композиционные факторы имеют порядок 
p (если таких факторов у группы G нет, то пола-
гают ( )pC G G= ). Если формация F  такова, что 
( )CF fω=F  для некоторого ω -композиционного 
спутника f ,  то говорят, что она ω -компози-
ционна, а f – ω -композиционный спутник этой 
формации.  
Всякую формацию считают 0-кратно ω-ком-
позиционной. При 1n ≥  формацию F  называют 
n -кратно ω -композиционной, если ( )CF fω= ,F  
где  все  значения  f   являются  (n –1)-кратно   
ω -композиционными  формациями.  
Подгрупповым функтором (см. [2]) называ-
ется всякое отображение τ ,  сопоставляющее 
каждой группе G такую систему ее подгрупп 
( )Gτ ,  что:  
1) ( );G Gτ∈   
2) для всякого эпиморфизма A Bϕ : → ,  и 
для любых групп ( )H Aτ∈ ,  ( )T Bτ∈  имеет ме-
сто ( )H Bϕ τ∈ ,  1 ( )T Aϕ τ− ∈ .   
Класс групп F  называется τ -замкнутым, 
если ( )Gτ ⊆ F  для любой группы G∈ .F   
Для произвольных подгрупповых функто-
ров 1τ  и 2τ  полагают 1 2τ τ≤  тогда и только то-
гда, когда 1 2( ) ( )G Gτ τ⊆  для любой группы G.   
Подгрупповой функтор τ  называется три-
виальным, если для любой группы G имеет место 
( ) { }G Gτ = .  Символы sns  и ns  соответственно 
обозначают такие подгрупповые функторы, что 
( )sns G  – множество всех субнормальных под-
групп группы G,  а ( )ns G  – множество всех нор-
мальных подгрупп группы G.  
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Напомним, что символом 
n
cτω  обозначается 
решетка всех τ -замкнутых n -кратно ω -компо-
зиционных формаций, а через ( )
n
Cτω F  – решетка 
всех τ -замкнутых n -кратно ω -компози-
ционных  подформаций  некоторой τ -замкнутой 
n -кратно ω -композиционной формации .F   
Формации, принадлежащие 
n
cτω  называют 
n
cτω -формациями. Если все значения ω -компози-
ционного спутника принадлежат решетке 
1n
cτω − ,  
то такой спутник называют 
1n
cτω − -значным.  
Если { | }if i I∈  – набор всех ω -компози-
ционных 
1n
cτω − -значных спутников формации ,F  
то спутник ii I f∈∩   называется минимальным 
ω -композиционным 
1n
cτω − -значным спутником 
формации .F   
Пусть H  – произвольный класс групп. 
Формация F  называется минимальной τ -зам-
кнутой n -кратно ω -композиционной не H -фор-
мацией или, иначе, 
n
τ
ωH -критической, если 
⊆ ,/F H   но 1 ⊆F H   для  каждой собственной 
n
cτω -подформации 1F  из .F  Говорят, что группа 
G  является τ -минимальной не H -группой, если 
G∈ ,/ H  но классу H  принадлежит каждая собст-
венная τ -подгруппа группы G.   
Для любой совокупности групп X  через 
form
n
cτω X  обозначается пересечение всех  тех 
n
cτω -формаций, которые содержат .X  В частно-
сти, пишут form
n
c Gτω  в случае, когда { }G= .X   
Для произвольных непустых 
n
cτω -формаций 
M  и F  таких, что ⊆M F  символом 
n
τ
ω/F M  
обозначается такая подрешетка решетки 
n
cτω ,  
которая состоит из всех 
n
cτω -формаций, заклю-
ченных между M  и .F   
Формация F  является элементом высоты k  
решетки 
n
cτω ,  когда k  – точная верхняя грань 
длин цепей  
0 1 1(1) k k… −∅ = ⊂ = ⊂ ⊂ ⊂ = ,F F F F F  
в которых iF  – nc
τ
ω -формация при всех 0i k= ,..., .  
Высоту 
n
cτω -формации F  в решетке nc
τ
ω  будем 
обозначать через ( )
n
hτω .F   
В дальнейшем будем рассматривать только 
такие подгрупповые функторы τ ,  что snsτ ≤ .   
 
 
 
1 Предварительные результаты  
Лемма 1.1 [4, с. 28]. В любой модулярной 
решетке M  отображения a x x aϕ : → ∧  и 
b y y bϕ : → ∨  являются взаимно-обратными 
изоморфизмами между интервалами [ ]b a b, ∨  и 
[ ]a b a∧ , .   
Лемма 1.2 [5].  Тогда  и  только   тогда 
n
cτω -формация F  является элементом высоты 2 
решетки 
n
cτω  ( 1n ≥ ), когда formnc Gτω= ,F  где G  
– простая группа.  
Лемма 1.3. Пусть F  – 
n
cτω -неприводимая 
формация ( 1n ≥ ). Тогда F  является однопоро-
жденной 
n
cτω -формацией с единственной макси-
мальной 
n
cτω -подформацией.  
Доказательство. Пусть { | }i i I∈X  – множе-
ство всех собственных 
n
cτω -подформаций форма-
ции ,F  i I i∈= ∪X X  и formncτω= .M X  Так как  F   –  
n
cτω -неприводимая  формация, то ⊂M F .  
Пусть H  – произвольная 
n
cτω -формация с 
условием: ⊂ ⊂ .M FH  Тогда ⊆ XH  и, следова-
тельно, ⊆ ,H M  что противоречит выбору фор-
мации .H  Значит, M  – максимальная 
n
cτω -под-
формация формации .F  Предположим, что в F  
найдется еще одна максимальная 
n
cτω -под-
формация 1.M  Так как 1 ⊂ ,M F  то 1 ⊆ .M X  
Следовательно, 1 ⊆M M , что противоречит вы-
бору 1.M  Значит, M  – единственная макси-
мальная 
n
cτω -подформация формации .F   
Пусть \G∈ .F M  Тогда form
n
c Gτω ⊆ .F  До-
пустим, что form
n
c Gτω ⊂ .F  Тогда formnc Gτω ⊆ X . 
Поэтому  
form form
n n
c G cτ τω ω⊆ = ,X M  
что противоречит выбору группы G. Следова-
тельно, form
n
c Gτω = F  – однопорожденная ncτω -
формация. Лемма доказана.  
Лемма 1.4 [5]. Пусть H  – непустая нильпо-
тентная насыщенная формация. Тогда и только 
тогда формация F  является 
n
τ
ωH -критической 
формацией ( 1n ≥ ), когда form
n
c Gτω= ,F  где G  – 
такая  монолитическая  τ -минимальная   не   
H -группа с цоколем ( )P G G= ⊆ Φ ,/H  что либо 
( ( ))Com Pπ π ω= ∩ =∅,  либо π ≠ ∅  и выполня-
ется одно из следующих условий:  
1) G  – группа простого порядка 
\ ( ( ));p Comω π∈ H  
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2) G=[P]Q, где ( )GP C P=  – абелева p -груп-
па, ( ( ))p Comω π∈ ∩ H  и Q q p| |= ≠ ,  p  и q  – 
простые числа.  
Лемма 1.5 [6]. Если G  – простая группа, 
порядок которой не принадлежит ω,  то 
form form formc G G Gτω τ= = .   
Лемма 1.6 [7]. Пусть form
n
cτω= ,F X  где X  – 
непустая  совокупность  групп  и  1n ≥ .   Тогда 
F  имеет минимальный ω -композиционный 
1n
cτω − -значный спутник f  и справедливы сле-
дующие утверждения:  
1) 
1
( ) form( ( ) | );
n
f c G R G Gτω ωω −′ = / ∈X  
2) 
1
( ) form( ( ) | )
n
pf p c G C G Gτω −= / ∈ ,X  для 
всех ( ( )) ;p Comπ ω∈ ∩X  
3) ( )f p =∅,  для всех ( ( ));p \ Comω π∈ X  
4) если ( )CF hω=F  и спутник h  1ncτω − -зна-
чен, то 
1
( ) form( | ( )
n
f p c A A h pτω −= ∈ ∩ ,F  
( ) 1)pO A = ,  для всех ( ( ))p Comπ ω∈ ∩X  и 
1
( ) form( | ( ) ( ) 1)
n
f c A A h R Aτω ωω ω−′ ′= ∈ ∩ , = .F   
Лемма 1.7. Если G  – простая группа, поря-
док которой не принадлежит ω  и 1n ≥ ,  то 
form form form form
n
c G … c G G Gτ τω ω τ= = = = .   
Доказательство. Проведем индукцию по 
n.  При 0 1n = ,  утверждение вытекает из леммы 
1.5. Предположим, что 1n >  и утверждение лем-
мы верно при 1n − .  Пусть form
n
c Gτω=F  и f  – 
минимальный ω -композиционный 
1n
cτω − -значный 
спутник формации .F  Понятно, что formG ⊆ .F  
Предположим, что formG⊆/F  и пусть H  – 
группа минимального порядка из formG.F \  То-
гда H  – монолитическая группа с цоколем 
formGQ H= .  Предположим, что ( ( ))Com Qπ ω∩ ≠∅.  
Тогда Q  – абелева q -группа, где q ω∈ .  Понят-
но, что ( )qC H Q= .  Из леммы 1.6, получаем 
( ) ( )qH C H H Q f q/ = / ∈ ≠∅.  Но поскольку q ω∈ ,  
то ( ( ))q Com Gπ∈/  и, согласно лемме 1.6, ( )f q =∅.  
Противоречие. Значит, ( ( ))Com Qπ ω∩ =∅.  Тогда 
( ) 1R Hω = .  Ввиду леммы 1.6 и предположения 
индукции получаем 
1
( ) ( ) form form
n
H H R H f c G Gτω ωω −′/ ∈ = = .  
Противоречие. Следовательно, formG⊆ .F  Та-
ким образом, 
form form form form
n
c G … c G G Gτ τω ω τ= = = = .  
Лемма доказана.  
Лемма 1.8 [1]. Пусть F  – формация. Тогда 
справедливы следующие утверждения:  
1)  F  p -композиционна для любого просто-
го числа ( ( ));p Comπ∈/ F  
2)  если 1ω ω∅ ≠ ⊆  и F  – ω -композици-
онна, то F  – 1ω -композиционна;  
3)  если ii Iω ω∈=∪  и формация F  является 
iω -композиционной  для  всех  i I∈ ,   то   F  – 
ω -композиционна.  
Напомним, что для произвольных ω -ком-
позиционных 
1n
cτω − -значных спутников f  и h  
полагают f h≤ ,  если ( ) ( )f a h a⊆  для всех 
{ }a ω ω′∈ ∪ .   
Лемма 1.9 [1]. Пусть 1f  и 2f  – минималь-
ные ω -композиционные 
1n
cτω − -значные спутники 
формаций 1F  и 2F  соответственно. Тогда 
1 2⊆F F  в том и только в том случае, когда 
1 2f f≤ .   
Лемма 1.10 [8, с. 18]. Любая подформация 
формации N  замкнута относительно подгрупп.  
Лемма 1.11 [3, с. 81]. Пусть formA G∈ ,  где 
G  – конечная группа. Тогда имеют место сле-
дующие утверждения:  
1) экспонента группы A не превосходит 
экспоненту группы ;G  
2) каждый  главный  фактор  группы A 
изоморфен некоторому главному фактору  груп-
пы G;  
3) каждый композиционный фактор группы 
A изоморфен некоторому композиционному 
фактору группы ;G   
4) ступень любого нильпотентного факто-
ра группы A не превосходит наибольшую из сту-
пеней нильпотентных факторов группы G.   
Лемма 1.12 [3, с. 175]. Тогда и только то-
гда F  – минимальная неабелева формация, когда 
formG= ,F  где G  – одна из следующих групп:  
1) ненильпотентная монолитическая груп-
па с таким цоколем P,  что ( )P G⊆ Φ/  и фак-
торгруппа G P/  абелева;  
2) группа кватернионов порядка 8;  
3) неабелева группа порядка 3p  простой 
нечетной экспоненты p.  
Лемма 1.13 [9]. Пусть formA=F  – форма-
ция, порожденная простой группой A.  Тогда 
любая неединичная группа из F  имеет вид 
1 2 tA A … A× × × ,  где 1 2 tA A … A A.      
Лемма 1.14 [2]. Пусть X  – произвольная 
совокупность групп, S ( )Gτ=M . Тогда 
τform = formM M . 
Лемма 1.15 [3, с. 40]. Пусть M и N – идеалы 
мультикольца ,A  причем ( ).AM C N⊆  Тогда 
[ ]( / ) form .N A M A∈   
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Напомним, что через HX  обозначается 
множество всех гомоморфных образов всех 
групп из X . 
Лемма 1.16 [2]. Пусть F  – произвольная 
непустая формация и пусть у каждой группы 
G∈X  F -корадикал GF  не имеет фраттиние-
вых G -главных факторов. Тогда, если A  – мо-
нолитическая группа из formX \ F , то HA∈ X . 
Лемма 1.17 [2, с. 41]. Пусть A  – моноли-
тическая группа с цоколем ( )R A⊆ Φ ./  Тогда 
формация formAτ=F  τ -неприводима и в ней 
имеется единственная максимальная τ -зам-
кнутая подформация form({ } )A Rτ= / ∪ ,M X  где 
X  – множество всех собственных τ -подгрупп 
группы A.   
Лемма 1.18 [10]. Пусть F  – некоторая 
формация. Тогда ω ω ω ω=
n
n раз
N F N N N F	
…  является 
n -кратно ω -композиционной формацией. 
Лемма 1.19 [11]. Пусть M  – непустая на-
следственная формация и F  – непустая τ -
замкнутая формация. Тогда MF  – τ -замкнутая 
формация. 
Лемма 1.20 [2]. Для любой совокупности τ -
замкнутых формаций }i | i I∈M{  имеет место 
τform( ) = form( )i I i i I i∈ ∈M M∪ ∪ . 
Лемма 1.21 [4, c. 25]. Любая цепь является 
дистрибутивной решеткой.  
 
2 Основные результаты  
Теорема 2.1. Тогда  и  только  тогда      
n
cτω -формация F  является элементом высоты 3 
решетки 
n
cτω  ( 1n ≥ ), когда formnc Gτω= ,F  где G  
– одна из следующих групп:  
1) 1 2G A A= × ,  где 1A  и 2A  – простые не-
изоморфные группы;  
2) G  – такая монолитическая τ -мини-
мальная не pN -группа с нефраттиниевым цоко-
лем pP G G= ≠ ,N  что ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅  и 
;p ω∈   
3) G  – циклическая группа порядка 2p ,  
;p ω∈/  
4) G  – неабелева группа порядка 3p  про-
стой нечетной экспоненты ;p ω∈/  
5) G  – монолитическая группа с нефрат-
тиниевым цоколем P G≠  таким, что 
( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  и найдется такая простая 
группа A,  что A ω| |∈/  и факторгруппа G P/ ,  а 
также всякая неединичная группа из ( ) \{ }G Gτ  
имеют вид 1 2 tA A … A× × × ,  где 1t ≥ ,  
1 2 tA A … A A.      
Доказательство. Необходимость. Пусть 
формация F  является элементом высоты 3  ре-
шетки 
n
cτω .  Предположим, что F  – ncτω -приво-
димая  формация.  Пусть M  – максимальная 
n
cτω -подформация  в  F   и  K  – собственная  
n
cτω -подформация из F  такая, что ⊆ ./ MK  Тогда 
n
τ
ω= ∨ .F M K  Ясно, что ( ) 2nhτω ≤ .K  Поскольку 
n
cτω -формация высоты 1  в решетке nc
τ
ω  – это 
формация единичных групп (1),  а формация 
(1)≠ ,K  то ( ) 2
n
hτω = .K  Значит, (1)∩ = .MK  Со-
гласно лемме 1.1, имеет место решеточный изо-
морфизм 
( ) (1)
n n n n n
τ τ τ τ τ
ω ω ω ω ω/ = ∨ / / ∩ = / .K K K KF M M M M  
Тогда  
( ) ( ) ( ) 1
n n n
h h hτ τ τω ω ω= + − .F M K  
Так как ( ) 2
n
hτω = ,K   то ( ) 2nhτω = .M   Применяя 
теперь лемму 1.2, видим, что 1formnc A
τ
ω=M  и 
2formnc A
τ
ω= ,K  где iA  – простая группа, 1 2i = , .  
Так как ≠ ,M K  то 1A  и 2A  – простые неизо-
морфные группы. Таким образом, form
n
c Gτω=F  
и относительно группы 1 2G A A= ×  выполняется 
условие 1) теоремы.  
Пусть теперь F  – 
n
cτω -неприводимая фор-
мация. Тогда по лемме 1.3 в form
n
c Gτω=F  имеет-
ся единственная максимальная 
n
cτω -подформация 
,M  причем ( ) 2
n
hτω = .M  Значит, F  – nτωM -кри-
тическая формация. По лемме 1.2, form
n
c Aτω= ,M  
где A  – простая группа.  
Пусть A  – группа простого порядка p ω∈ .  
Тогда p=M N  и F  – ( ) np τωN -критическая фор-
мация. По лемме 1.4, form
n
c Gτω= ,F  где G  такая 
монолитическая τ -минимальная не pN -группа 
с цоколем ( )pP G G= ⊆ Φ ,/N  что либо 
( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  либо G  – группа простого 
порядка q ω∈ .  Если G  – группа простого по-
рядка q ω∈ ,  то ввиду леммы 1.2, ( ) 2
n
hτω = .F  
Противоречие. Значит, рассматриваемый случай 
невозможен. Поэтому, ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅.  Если 
G P= ,  то снова по лемме 1.2 получаем 
( ) 2
n
hτω = .F  Противоречие. Следовательно, P G≠  
и группа G  удовлетворяет условию 2) теоремы.  
Пусть теперь A  – простая группа, порядок 
которой не принадлежит ω.  Тогда по лемме 1.7, 
form form
n
c A Aτω= = .M   
Элементы высоты 3 решетки τ -замкнутых n -кратно ω -композиционных формаций 
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Пусть G  – группа минимального порядка 
из .F \ M  Тогда G  – монолитическая τ -мини-
мальная не M -группа с цоколем P G= M  и 
form
n
c Gτω= .F   
Предположим, что ( ( ))Com Pπ ω∩ ≠ ∅.  То-
гда P  – абелева p -группа, p ω∈ .  Поскольку 
G∈ ,F  то p ⊆ .FN  Значит, F  содержит две раз-
личные максимальные 
n
cτω -подформации M  и 
p ,N  что противоречит ncτω -неприводимости 
формации .F  Следовательно, такой случай не-
возможен.  
Пусть теперь ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅.  Посколь-
ку formG P A/ ∈ =M  и ( ( ))Com Aπ ω∩ = ∅,  то 
получаем, что ( ( ))Com Gπ ω∩ =∅.  Тогда по 
лемме 1.8  формация  F   и  все  ее  подформации  
ω -композиционны.  Пусть R  – произвольная 
ω -композиционная подформация из F . Тогда 
( ( ))Comπ ω∩ = ∅.R  Ввиду примера 1 из [1] 
формация R  имеет ω -композиционный спут-
ник r  такой, что ( )r a = ∅  для всех a ω∈  и 
( )r ω′ =R . Заметим, что все значения спутника 
r  ω -композиционны. Значит, формация  R  –  
n -кратно  ω -композиционна. Итак, формация 
F  и все ее подформации n -кратно ω -
композиционны. Следовательно, высота форма-
ции F  в решетке всех τ -замкнутых формаций 
совпадает с ее высотой в решетке 
n
cτω , т.е. 
( ) ( ) 3
n
h hτ τω= = .F F  
Предположим, что формация F  нильпо-
тентна. Тогда по лемме 1.10 высота формации F  
в решетке всех формаций совпадает с ее высотой 
в решетке всех τ-замкнутых формаций, т. е. 
( ) ( ) ( ) 3
n
h h hτ τω= = = .F F F   
Допустим, что формация F  абелева. Тогда 
G  – абелева монолитическая группа. Согласно 
основной теореме о конечных абелевых группах, 
G – циклическая примарная группа. Пусть 
kG p| |= ,  где p ω∈/  и 0k ≥ .  Тогда ввиду приме-
ра 5.3.3 [2] получаем, что ( ) 1h k= + .F  Но по ус-
ловию ( ) 3h = .F  Следовательно, k=2. Таким об-
разом, G – циклическая группа порядка p2, где 
p ω∈ ,/   т. е.  G  удовлетворяет  условию  3)  тео-
ремы.  
Пусть теперь F  – нильпотентная неабелева 
формация. Тогда формация M  также нильпо-
тентна. Значит, A не может быть простой неабе-
левой группой. Поэтому A – группа простого 
порядка  p p ω, ∈/  и формация M  – абелева. 
Следовательно, F  – минимальная неабелева 
формация. Согласно лемме 1.12 группа G  – либо 
неабелева группа порядка 3p  простой нечетной 
экспоненты p  ( p ω∈/ ), либо группа кватернио-
нов порядка 8.  В первой случае группа G  удов-
летворяет условию 4) теоремы. Пусть G  – груп-
па кватернионов порядка 8 . Тогда в G  имеется 
циклическая подгруппа M  порядка 4.  По лемме 
1.10, M ∈ .F  Тогда мы имеем цепь подформа-
ций: 2 4(1) form formZ Z⊂ ⊂ ,  где 2Z  и 4Z  – цик-
лические группы порядков 2  и 4  соответствен-
но. Значит, 4(form ) 3h Z = .  Но ( ) 3h = .F  Следова-
тельно, 4formZ= .F  Получили противоречие, так 
как формация F  неабелева. Таким образом, дан-
ный случай невозможен.  
Предположим теперь, что формация F  не-
нильпотентна. Допустим, что ( )P G⊆ Φ/ . Так как 
P G= M , formA=M  и G  – τ -минимальная не 
M -группа, то ввиду леммы 1.13 получаем, что 
G  удовлетворяет условию 5) теоремы. Пусть 
теперь ( )P G⊆ Φ . Тогда P  – абелева p -группа 
для некоторого простого числа p . Поскольку 
( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  то p ω∈/ . Пусть A  – абеле-
ва группа. Тогда ⊆M N . Поскольку /G P∈M  и 
( )P G⊆ Φ , то в силу насыщенности формации 
N  получаем, что G∈N . Противоречие, так как 
F  ненильпотентная формация. Следовательно, 
A  – простая неабелева группа. Теперь поскольку 
G  – ω′ -группа и τ -минимальная не M -группа, 
то по лемме 1.14, = form = form
n
c G GτωF . Рас-
смотрим группу 1 [ ]( / ( ))GG P G C P= . Согласно 
лемме 1.15, 1G ∈F . Поэтому 1formG ⊆ F .  Так 
как 1G ∉M , то 1= formGF . Таким образом, 
1form \G G∈ M . Поскольку 1GM  не имеет фрат-
тиниевых 1G -главных факторов, то по лемме 
1.16 G  является гомоморфным образом группы 
1G . Но 1 /G P∈M  и P  – единственная мини-
мальная нормальная подгруппа группы 1G . Сле-
довательно, 1G G , что невозможно. Вновь по-
лученное противоречие показывает, что данный 
случай невозможен. 
Достаточность. Пусть группа G  удовле-
творяет условию 1) теоремы. Рассмотрим под-
формации 1 1formnc A
τ
ω=F  и 2 2formnc Aτω= .F  Если 
1 pA Z=  и 2 qA Z= ,  где p q ω, ∈ ,  то 1 p=F N  и 
2 q= .F N  Значит, 1 2 (1)∩ = .F F  Если p ω∈ ,  
q ω∈ ,/  то 1 p=F N  и 2 2formnc Aτω=F . По лемме 
1.13 любая группа из 2F  имеет вид 1 tH … H× × ,  
где 1t ≥  и 1 2tH … H A .    Так как p q≠ ,  то 
1 2 (1)∩ = .F F  Аналогично доказывается случай, 
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когда p ω∈ ,/  q ω∈ .  Если p ω∈ ,/  q ω∈ ,/  то обе 
формации 1F  и 2F  состоят из прямых произведе-
ний групп, изоморфных 1A  и 2A  соответственно. 
Так как 1A  и 2A  – простые неизоморфные груп-
пы, то 1 2 (1)∩ = .F F  Последнее выполняется и в 
случае, когда хотя бы одна из групп iA  является 
простой неабелевой группой, 1 2i = , .   
Таким образом, 1 2 (1)∩ =F F . По лемме 1.2, 
1 2( ) ( ) 2n nh h
τ τ
ω ω= = .F F  Согласно лемме 1.1, имеет 
место решеточный изоморфизм 
1 1 2 1 2 1 2 2( ) (1)n n n n n
τ τ τ τ τ
ω ω ω ω ω/ ∨ / / ∩ = / .F F =F F F F F F F  
Значит, 1 2( ) ( ) ( ) 1 2 2 1 3n n nh h h
τ τ τ
ω ω ω= + − = + − = .F F F  
Если для группы G  выполняется условие 2) 
теоремы, то, по лемме 1.4, F  – ( )
np
τ
ωN -крити-
ческая формация и, значит, ( ) 3
n
hτω = .F   
Пусть для группы G  выполняется условие 
3) теоремы. Тогда ввиду леммы 1.7 формация 
form form
n
c G Gτω= =F  и всякая подформация из 
F  τ -замкнута и n -кратно ω -композиционна. 
Значит, ( ) ( )
n
h hτω = .F F  Если M  – максимальная 
подгруппа в G  и formM= ,M  то M p| |=  и по 
лемме 1.2, ( ) 2h = .M  Но ввиду леммы 1.11, M  – 
максимальная подформация в .F  Следовательно, 
( ) ( ) 3
n
h hτω = = .F F   
Пусть группа G  удовлетворяет условию 4) 
теоремы. Так как F  – неприводимая формация, 
то по лемме 1.3 в F  имеется единственная мак-
симальная подформация formH= .M  Согласно 
лемме 1.12, F  – минимальная неабелева форма-
ция. Тогда формация M  – абелева. Если H  – 
абелева группа экспоненты 2p  ( p ω∈/ ), то ввиду 
леммы 1.2, ( ) 2h > .M  Поэтому = ,F M  что не-
возможно, так как F  неабелева. Значит, pH Z=  
группа  простого  порядка  p ω∈ ./   Согласно  
лемме 1.2, ( ) (form ) 2ph h Z= = .M  Поэтому 
( ) ( ) 3
n
h hτω = = .F F   
Пусть теперь группа G  удовлетворяет ус-
ловию 5) теоремы и пусть M  – формация всех 
таких групп, у которых порядки композицион-
ных факторов не принадлежит ω.  Формация M  
является ns -замкнутой.  Следовательно,  она sns -
замкнута. Поскольку мы рассматриваем только 
такие подгрупповые функторы τ , что snsτ ≤ , то 
получаем, что формация M  τ -замкнута. Оче-
видно, что G∈ .M  Следовательно, formGτ ⊆ .M  
Тогда по лемме 1.8, формация formGτ ,  а также 
все ее подформации ω -композиционны. Ввиду 
примера  1  из  [1]  формация  formc Gτω  имеет 
ω -композиционный спутник f  такой, что 
( )f a = ∅  для всех a ω∈  и ( ) formf c Gτωω′ = . 
Тогда формация formc Gτω  – n -кратно ω -компо-
зиционна. Поэтому form formG c Gτωτ = =  
form
n
c Gτω= = .F  Ввиду леммы 1.17 формация 
formGτ=F  является τ -неприводимой и в ней 
имеется единственная максимальная τ-зам-
кнутая подформация form({ } )G Pτ / ∪ ,X  где X  – 
множество всех собственных τ-подгрупп группы 
G. Поскольку по условию G/P и произвольная 
неединичная группа из X  имеют вид 1 tA … A× × ,  
где 1t ≥  и 1 tA … A A    – простая группа, по-
рядок которой не принадлежит ω, то 
form({ } ) form form
n
G P A c Aτωτ τ/ ∪ = = .X  Но так как 
по лемме 1.2 ( form ) 2
n n
h c Aτ τω ω = ,  то ( ) 3nhτω = .F  
Теорема доказана.  
Из теоремы 2.1 вытекает ряд следствий при 
различных nτ ,  и ω.  Приведем лишь некоторые 
из них. Так при 1n =  из теоремы 2.1 вытекает  
Следствие 2.1 (М.В. Задорожнюк [6]). То-
гда и только тогда τ-замкнутая ω-композици-
онная формация F  является элементом высоты 
3 решетки cτω ,  когда formc Gτω= ,F  где либо 
1 2G A A= × ,  1A  и 2A  – простые неизоморфные 
группы, либо G – такая монолитическая группа с 
цоколем P G≠ ,  что выполняется одно из сле-
дующих условий:  
1) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  pP G= N  для неко-
торого простого числа p ω∈  и все собственные 
τ-подгруппы группы G являются p-группами;  
2) G – циклическая группа порядка 2p ,  
;p ω∈/   
3) G – неабелева группа порядка 3p  про-
стой нечетной экспоненты ;p ω∈/  
4) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  ( )P G⊆ Φ/  и най-
дется такая простая группа A,  что A ω| |∈/  и 
факторгруппа G P/ ,  а также всякая неединич-
ная группа из ( ) { }G Gτ 5  имеют вид 
1 2 tA A … A× × × ,  где 1t ≥ ,  1 2 tA A … A A.      
В случае, когда τ – тривиальный подгруп-
повой функтор и n = 1, из теоремы 2.1 получаем  
Следствие 2.2 (М.В. Задорожнюк [12]). То-
гда и только тогда ω-композиционная формация 
F  является элементом высоты 3 решетки всех 
ω-композиционных формаций, когда 
formc Gω= ,F  где либо 1 2G A A= × ,  1A  и 2A  – 
простые неизоморфные группы, либо G – такая 
монолитическая группа с цоколем P ≠ G, что 
выполняется одно из следующих условий:  
Элементы высоты 3 решетки τ -замкнутых n -кратно ω -композиционных формаций 
 
Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (8), 2011 67
1) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  pP G= N  для неко-
торого простого числа ;p ω∈  
2) G – циклическая группа порядка p2, 
;p ω∈/  
3) G – неабелева группа порядка p3, простой 
нечетной экспоненты ;p ω∈/  
4) ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  ( )P G⊆ Φ/  и G P/  
есть прямое произведение простых изоморфных 
групп порядка, не принадлежащего ω.   
Теорема 2.2. Пусть F  – 
n
cτω -формация вы-
соты 3 в решетке 
n
cτω  ( 1n ≥ ). Тогда решетка 
( )
n
Cτω F  ее nc
τ
ω -подформаций дистрибутивна.  
Доказательство. Пусть F  – 
n
cτω -формация 
и 3
n
hτω = .  Тогда по теореме 2.1, formnc Gτω= ,F  
где G  – одна из следующих групп:  
1) 1 2G A A= × ,  где 1A  и 2A  – простые не-
изоморфные группы;  
2) G – такая монолитическая τ -минималь-
ная не pN -группа с нефраттиниевым цоколем 
pP G G= ≠ ,N  что ( ( ))Com Pπ ω∩ =∅  и ;p ω∈  
3) G – циклическая группа порядка p2, 
;p ω∈/  
4) G – неабелева группа порядка p3 простой 
нечетной экспоненты ;p ω∈/  
5) G – монолитическая группа с нефратти-
ниевым цоколем P G≠  таким, что 
( ( ))Com Pπ ω∩ =∅,  и найдется такая простая 
группа A,  что A ω| |∈/  и факторгруппа G P/ ,  а 
также всякая неединичная группа из ( ) \{ }G Gτ  
имеют вид 1 2 tA A … A× × × ,  где 1t ≥ ,  
1 2 tA A … A A.      
Пусть для группы G  выполняется условие 
1) и 1 1formnc A
τ
ω= ,M  2 2formnc Aτω= .M  Предполо-
жим, что 1 2= .M M  Пусть 1 pA Z=  и 2 ,qA Z=  
где , ,p q ω∈  .q p≠  Тогда 1 2 .p q= = =N M M N  
Противоречие. Значит, такой случай невозмо-
жен. Пусть 1 ,pA Z=  p ω∈  и 2| | .A ω∉  Тогда по 
лемме 1.7, 2 2 2form form .nc A A
τ
ω= =M  Значит, 
1 2 2form .p A= = =N M M  Но тогда 2 .pA ∈N  Про-
тиворечие. Аналогично придем к противоречию 
в случае, когда 1| |A ω∉  и 2 ,qA Z=  .q ω∈  Пусть 
теперь 1| |A ω∉  и 2| | .A ω∉  Тогда ввиду леммы 
1.7 получаем 1 1 2 2form form .A A= = =M M  По 
лемме 1.13, 1 2.A A  Вновь полученное противо-
речие показывает, что 1 2≠ .M M  Таким образом, 
1 2form( )nc
τ
ω= ∪F M M  и 1 2 (1).∩ =M M  Пусть 
теперь  M  – произвольная   максимальная     
n
cτω -подформация из .F  Покажем, что 
1 2{ }∈ , .M M M  Так как ( ) 2,nhτω =M  то по лемме 
1.2, form
n
c Aτω= ,M  где A  – простая группа. По-
ложим 1 2.= ∪X M M  Допустим, что .A∉X  То-
гда \A∈ F X . Из лемм 1.18, 1.19 и 1.20, имеем 
τ
ω ω ω= form τform form .n
n nc ⊆ =F X N X N X  
Если | | ,A ω∉  то form \A∈ X X  и по лемме 1.16 
получаем, что H .A∈ =X X  Противоречие. Зна-
чит, данный случай невозможен. Пусть теперь 
,pA Z=  .p ω∈  Тогда = .pM N  Пусть f  – мини-
мальный ω -композиционный 
1n
cτω − -значный 
спутник формации .F  Если π( ( )),p Com∈/ X  то 
ввиду леммы 1.6, ( ) .f p =∅  Но из A∈F  следу-
ет, что 1 / ( ) ( ) .pA C A f p≅ ∈ =∅  Противоречие. 
Поэтому π( ( )).p Com∈ X  Таким образом, 
.p= ⊆M N X  Вновь полученное противоречие 
показывает, что .A∈X  Значит, либо 1,A A  ли-
бо 2.A A  Поэтому либо 1,=M M  либо 
2.=M M  Очевидно, что в этом случае решетка 
( )
n
Cτω F  является дистрибутивной.  
Пусть группа G удовлетворяет условию 2). 
Тогда формация F  
n
cτω -неприводима в решетке 
( )
n
Cτω F   и  ее  единственной   максимальной   
n
cτω -подформацией является формация p .N  В 
этом случае решетка ( )
n
Cτω F  является цепью. 
Поэтому, по лемме 1.21 решетка ( )
n
Cτω F  дистри-
бутивна.  
Если группа G удовлетворяет условию 3), 
то, ввиду леммы 1.11, формация formM= ,M  где 
M p ω| |= ∈ ,/  является максимальной подформа-
цией формации .F  Но поскольку высота форма-
ции M  в решетке ( )
n
Cτω F  равна 2, то решетка 
( )
n
Cτω F  является цепью. Следовательно, по лем-
ме 1.16 эта решетка дистрибутивна.  
Пусть группа G  удовлетворяет условию 4). 
Ввиду леммы 1.3, в F  имеется единственная 
максимальная подформация .M  Пусть form pZ  – 
формация всех абелевых групп экспоненты, де-
лящей p.  Покажем, что form pZ= .M  Предпо-
ложим, что form pZ⊆ ./M  Пусть K  – группа ми-
нимального порядка из form pZ .M \  Тогда груп-
па K  монолитична. Следовательно, form pK Z∈ .  
Полученное противоречие показывает, что 
form pZ⊆ .M   
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Допустим, что form pZ ⊆ ./ M  Пусть M  – 
группа минимального порядка из form \pZ .M  
Тогда группа M  монолитична. Но так как груп-
па M  абелева, то она циклична. Таким образом, 
экспонента группы M  равна p.  Тогда, очевид-
но, M ∈ .M  Полученное противоречие показы-
вает, что form pZ ⊆ .M  Значит, form pZ= .M  Та-
ким образом, формация M  состоит из абелевых 
групп экспоненты, делящей p.  Поскольку фор-
мация form pZ  имеет высоту 2 в решетке ( )nC
τ
ω ,F  
то эта решетка является цепью. Согласно лемме 
1.21 это означает, что решетка ( )
n
Cτω F  дистрибу-
тивна.  
Пусть теперь G  удовлетворяет условию 5). 
Тогда формация F  совпадает с формацией 
formGτ ,  и каждая подформация формации F  
является n -кратно ω -композиционной. Но по 
лемме 1.17 у формации formGτ  имеется лишь 
единственная максимальная τ -замкнутая под-
формация form( { })G Rτ ∪ / ,X  где X  – множество 
всех собственных τ -подгрупп группы G.  Сле-
довательно, ввиду условия теоремы, имеет место 
равенство  
form( { }) form form
n
G R A c Aτωτ τ∪ / = = .X  
Но так как по лемме 1.2 высота формации 
form
n
c Aτω  в решетке ( )nC
τ
ω F  равна 2, то эта ре-
шетка является цепью. Снова по лемме 1.21 по-
лучаем, что решетка ( )
n
Cτω F  дистрибутивна. 
Теорема доказана.  
Следствие 2.3 (М.В. Задорожнюк [13]). 
Пусть F  – τ -замкнутая ω -композиционная 
формация, являющаяся элементном высоты 3 
решетки cτω .  Тогда решетка ( )Cτω F  ее τ -замк-
нутых ω -композиционных подформаций дист-
рибутивна.  
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